CINEMATICA 4

Mecanica de Fluidos Avanzada

MSc. Ing. Juan W. Cabrera
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MOMENTUM LINEAL(1)

« EIMOMENTUM del fluido en un volumen de material, denotado por el
simbolo M, es la integral del momentum por unidad de volumen pV sobre

el volumen de material;
M= f/f pVdy
M

« Aplicando la ecuacién de transporte de Reynolds

dr //fﬂ"‘f‘“/fﬂ‘ﬂ’(‘v ‘n)dS

« El primer término en el lado derecho es la variacion del momentum
respecto al tiempo dentro del volumen de control V, mientras que la
segunda es el flujo neto de momentum alrededor del volumen de control.
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EJERCICIO

Un tubo de seccidn transversal constante A se llena
con un liquido de densidad p. El tubo se mantiene en
una posicion vertical, y el extremo superior e inferior
se abren a la atmosfera en el momento t =0, lo que
permite que el liquido drene fuera del tubo. Como el
fluido drena, la longitud L {t} de la columna de liquido
dentro del tubo se mide como una funcion del tiempo.
Deducir una expresion para la derivada en el tiempo
del momentum del fluido dentro del tubo como una
funcion de p, Ay L {t}.




LEY DEL MOVIMIENTO (1)

« Usualmente sobre un fluido actiuan tres fuerzas:
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pressure force = / / (—pn)dS
s

viscnusfnme:// TdS
S

gravitational force = f / pgdV
Vv

« Aplicando la ley de fuerzas:

a
o - - d dV
7 /[s( *"“”‘“//.J 3*//u"g
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LEY DEL MOVIMIENTO (2)

« Al aplicar la ecuacion de transporte de Reynolds:

‘%[/];)deV+f[9pv(v'ﬂ)dS
=/'[S(_pn)d5+'//‘;-rd5+//ﬁpgdv

 Sj existieran fuerzas externas actuando sobre el sistema, estas deben
anadirse.
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EJERCICIO

« Para el ejercicio anterior, derive una expresion para la
fuerza viscosa.
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FLUJO HORIZONTAL CON SUPERFICIE LIBRE (1)

« Sea una compuerta vertical insertada en una canal ancho. Sean las
velocidades V,, y V,, constantes, y los respectivos tirantes h,, y h,,
también constantes.
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FLUJO HORIZONTAL CON SUPERFICIE LIBRE (2)

 La compuerta ejerce una fuerza sobre el volumen de control.

* Ya que el flujo es unidireccional, podemos escribir la ecuacion de
cantidad de movimiento en forma escalar. Luego:

i///dev+(mv)a",_(mv)h =//(—pn)d$+/ffd8+// pgdV + LF
dt Vv S S v

how

hin
0+ pVazu,(Whm,,) - pVﬁ,(Whi,,) = W/ (p—pa)dz—W (p—pa)dz+0+0-F
0 0
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FLUJO HORIZONTAL CON SUPERFICIE LIBRE (3)

« Para un flujo inviscido, la expresion simplifica a

F 1 (hm - haul)a)
= ~P8 —
W 2 hjn +hdﬂr
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LEY DEL MOVIMIENTO: FORMA DIFERENCIAL (1)

« Para un volumen diferencial de fluido, los esfuerzos aplicados son:
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LEY DEL MOVIMIENTO: FORMA DIFERENCIAL (2)

« Aplicando la segunda ley de Newton en la direccion x:
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d()'“ dx (i.n (/\ d. o dz d(r x dx o
(0 + e = dy dz + 7, + 3 —|dx dz + (7., — —|dxdy ~(ow - ) dy d:
a7y, dy 0T,y dz Du
—(7“— 2 — dx dz —(. i __‘— dx dy + pg.dxdy dz = pdx dy dz
d_\ 2 0 <4 Dt

« Simplificando se obtiene:

Du Oxx d Tyx 0Tzx

= — + + + pg.
P D 0x ay dz &

« En forma similar, para las otras dos direcciones:

DU aTx 0. BT:I
- ¥y + yy + ¥y
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Dw 0Tz d Tyz Ozz

p = + + P8

Dt 0x ay 0z




LEY DEL MOVIMIENTO: FORMA DIFERENCIAL (3)

 Ademas, es demostrable que:

- — - — —
Iy
o

-
X Ixy vz
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 De donde el tensor de esfuerzos puede escribirse como:

Oxx Txy Txz
Tij = | Tyx Oyy Tyz
zx  Tzy Ozz

« Si el flujo es inviscido, los cortantes pueden despreciarse:

—p 0 0
T,‘J,-' — 0 —pP 0
0 0 -—p
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LEY DEL MOVIMIENTO: FORMA DIFERENCIAL (4)

e Y las ecuaciones de cantidad de movimiento se reducen a:
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Du _ 9
P Dr ax = Pbx
Dv ap
= = —— 4+ po
PDi ey P
Dw ap
— = ——+ pg,
p Dt 0z PE

e que escrita en forma vectorial es:

DV
pDr

 (ue es laconocida Ec. De Euler.
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ESFUERZO DE CORTE (1)

« En hidrostatica, el unico esfuerzo presente es el normal (llamado la
presion); sin embargo. en un flujo viscoso el esfuerzo usualmente no es
normal a la superficie sino que tiene una componente tangencial
proporcional a la viscosidad.
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« Sea el esfuerzo del fluido definido como:

o=(-pn+Tt

« Siaceptamos que en un flujo hay una en ambas direcciones principales,
e T T
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ESFUERZO DE CORTE (2)

 Por definicion de esfuerzo de corte, tendremos:

Ou Ov

 En forma similar, en los otros planos:

Ov Ow
=Ty =4 6z+ Oy

Oow Ou
Ta =T = B | 5y +62

» Aplicando el mimso concepto a los esfuerzos normales:

o0, o) o, (20)
”ax 3x-”3x
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ESFUERZO DE CORTE (3)

La ultima ecuacion es valida para flujos incompresibles.

Si el flujo es compresible, entonces el esfuerzo normal sera:

7 2
(3 (o)

donde g es llamada “viscosidad principal del fluido”.
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De esta forma definimos la fuerza viscosa en la direccidén X como;

Ot O1ry Oy
Ox ¥ Oy ¥ 0z

f-i, =
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ESFUERZO DE CORTE (4)

« Para un flujo incompresible

f—i=——-(2 Bu)_'__?_( [Qg+@ +—-Q— 8w+8u
o\ ") Ty \Play Texl) Tz \*lax T a:

« Considerando la viscosidad constante, operando y simplificando

£.i = (32u+32u+§_2£ L, 0 (0u By ow
*TH\aE Yo T a2 ) e \ax Tyt o

= uVu +p (V V)
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= uVu
 De esta forma resulta que:

f= (uViu) i, + (WVH)i, + (WV*w) i,

]
@
S
2
(7]
o
2
=
[T
@
o
8
=
8
@
=




MSc. Ing. Juan W. Cabrera

S
©
S
2
<]
2
=
[T
o
©
8
=
8
@
>

ECUACIONES DE NAVIER STOKES (1)

« Sijafadimos la fuerza de corte encontrada a la ecuacién de Euler,
obtenemos las Ecuaciones de Navier Stokes:

DV 1

— =—-Vp+g+vVV

Dt P pP+§g

valida para un flujo incompresible y de viscosidad constante.

« Esta ecuacion equivale a:

Du ap ( u  ou azu)
= —— + pg. + SRR

P Dt ox pEx T+ I 9x* 8}’2 97
DU ap ( v v 820)

+ S
P~ oy PTG T a2 T oz
Dw 5‘[5’ (a w O w azw)
— + SRS

Df 9z pgz M f}’f ('}_}’2 322




ECUACIONES DE NAVIER STOKES (2)

 En unaforma general, para flujo compresibles, puede escribirse como:

Du _ 6‘;? ( u  o’u  ou\ . m o (au v . ow
== = + + 28 L0 AL + = 4
P"Dr ~ ax TPgx T 1 x> 9y’ 852) 3 ox dy az)
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b} a - 2' 2"] 2" . 7 y
p D0 ——E+p§y+p(a 0+ 224+ 9 F’)+E J (a” + 22y a”’)
P"Dr ay ax> 9y 0z 39y \dx dy 09z
Dw ap (’azw Fw o w) T (’au v aw‘)
=—4pg. +tpul—>+— +t—>5|+——(—+—+-
P Di gz | PE= T G2 ay> a9z 39z \ax dy 9z

S
©
S
2
<]
2
=
[T
o
©
8
=
8
@
=




SOLUCIONES EXACTAS (1)

® Flujo de Couette: dos placas planas infinitas y paralelas;
la placa superior se mueve con velocidad tangencial U, y
la segunda permanece estacionaria.
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EJEMPLO

® Dadas dos placas separadas por 1mm, con la placa
superior moviéndose a 1m/s y la inferior estacionaria.
Encuentre la ecuacion de distribucion de velocidades y la
velocidad a una altura de 0.2mm sobre el fondo. Para
esta profundidad, ¢ cual sera el esfuerzo de corte?
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SOLUCIONES EXACTAS (2)

® Flujo de Poiseville Plano: dos placas planas infinitas y
paralelas; ambas placas son estacionarias y el flujo se
produce por presion.

LLLLLL L f//_i.x’/'/,{'./f/'iz’/’f//’/’/’/./z’/’/’/f/f/z’//‘/’/ﬂ
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EJEMPLO

@ Dado un flujo tipo Poiseville plano, donde la separacion
entre placas es 2mm. ¢ Cual sera la relacion entre
velocidad y la variacion de presiones?
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SOLUCIONES EXACTAS (3)

® Flujo de Hiemenz: un flujo vertical con una zona de
estancamiento en la parte inferior.
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MOMENTUM ANGULAR (1)

« El producto vectorial Rx(mV) se llama el momento de cantidad de
movimiento 0 momento angular de la particula .
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« Sl multiplicamos la Ley de las Fuerzas por R:

Rx%(mV):RxF
%(Rme)-—%?XMV:RXF

%(Rme):RxF
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MOMENTUM ANGULAR (2)

e Sise tiene un volumen de control, lamemos H al momento angular del
fluido en el volumen de control:

HE// (R x pV)dV
M

» Derivando esta expresion tendremos dH/dt, y aplicando la ecuacion
antes encontrada, podemos decir que “la derivada del momentum
angular es igual a la suma de los momentos de las fuerzas actuantes
sobre el volumen de control”; es decir:

E://(Rx[—pn])dS+//(Rx*r)dS+// (R x pg)dV
dt S S 1%

« Estaeslaley de Newton del momentum angular.
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MOMENTUM ANGULAR (3)

Aplicando la Ecuacion de Transporte de Reynolds:
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d
:> E///(RXpV)dV+/](R><pV)(V-n)dS
\% S

=/f(R><[—pn])dS+/f(RxT)dS+///(R><pg)dV
S S 1%
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MOMENTUM ANGULAR (4)

Para una entrada y una salida:

E//f(n X pV)dV + (R X V) — (R X V)i
dt Vv

=//(Rx[—pn])dS+//(er)dS+// (R x pg)dV
S S 1%

Si hay fuerzas externas:
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%/ffﬂ* x pV)dV + (R X i V)ou — (R X iV )iy
V

=//(Rx [—pn])dS+//(RXT)dS-P///(Rng)dV-l-BTa
S S Vv
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EJEMPLO 1

dependen soélo de R.

Un flujo permanente axisimétrico plano de fluido
Incompresible no viscoso consiste en un remolino,
hacia el interior de flujo que tiene una velocidad V
que se encuentra en un angulo o con respecto a

, . V cosa
la tangente a un circulo de radio R. Usando ! /

o, . . < - - -
coordenadas cilindricas, la velocidad V puede % N
expresarse como: 7 N

/

V = (Vcos a)ig — (V sina)i, ’

/

/
: , . V cos a
donde, a causa de la simetria axial, Vy o

|
|
La velocidad V1 de flujo y el angulo al son "
conocidos en el radio de entrada R1. (a)
Despreciando la gravedad, derivar una exprésién
para la velocidad V y el angulo de flujp aen M
cualquier radio R< R1. (b) Suponiendo que el flujd |
No ViSCOoso permanente, deducir una expresion N
para la diferencia de presion PI - P a lo largo de
una linea de corriente entre R1y R.



EJEMPLO 2

El agua fluye con un caudal constante Q = 0.01 m3/s a traves
de una tuberia gque tiene dos codos en angulo recto como se
muestra en la figura. Si la tuberia tiene una seccion
transversal interna con un area de 2,580 mm2 y pesa 300
N/m, ¢ cuales son las componentes del momento flector en A?
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