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CIRCULACION

« La circulacion del vector velocidad se define como la integral de linea alrededor de
una trayectoria cerrada en el instante t de la componente tangencial de velocidad a
lo largo de la trayectoria.
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y €s una magnitud cinematica que ayuda a interpretar el movimiento fluido porque
esta relacionada con la existencia o0 no de rotacion. .
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TEOREMA DE STOKES (1)

« Supongamos una trayectoria rectangular paralela al plano xy; las velocidades sobre
cada cara seran:
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*é T

» Luego, la circulacion sera:

[y
[V.ds]= OX
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TEOREMA DE STOKES (2)

« Sin embargo, el término de la derecha es el doble de la velocidad angular; es decir,
es la vorticidad:
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dl" =[V.ds] = (VxV ),dA
* Integrando para el area completa:
r={[V.ds]= [[(Vxv),dA

« Este es el teorema de Stokes bidimensional el cual iguala la circulacion de un
campo vectorial alrededor de una trayectoria plana con la componente del
rotacional del campo perpendicular a la superficie plana encerrada por la
trayectoria.

 Engeneral
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TEOREMA DE KELVIN (1)

« Para un elemento de masa, la ecuacion de circulacion sera:

DI,, D
Dr__DrIc“v'dc
= Irl"}E-'::e'«':+‘i.’-a“&
C_kﬂf Dt
[ (Y. gesv.av
ﬂ"‘uﬂf
 Luego:
Dlo_| DY 4
Dt “c, Dt

» es decir, “la variacion de la circulacion respecto al tiempo es igual a la integral
curvilinea de la aceleracién “, que se conoce como el teorema de Kelvin.




TEOREMA DE KELVIN (2)

» Aplicando el Teorema de Stokes:
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” [‘? xn-—} n dS

* Yaque la aceleracion puede ser estimada con la ecuacion de Navier —Stokes, el
rotacional sera:

v "'g "{?x[ vp}+vxg+vxmv=\r)

=V &]x Vp + pViw

 Luego:

. 2 JJ w-nas= H[ [)xvav*] n ds
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POTENCIAL DE VELOCIDADES (1)

Si las componentes de velocidad en todos los puntos de una region del flujo pueden
expresarse como derivadas parciales continuas de una funcion escalar ¢(x, v, z, t):
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_dP(x,y,z,1) V_ﬂd:(x,y,z.r) v dp(x,y,z,t)

V.,
* dx ¥ dy

-
i

iz

se verifica que el flujo es irrotacional y la funcion ¢ es llamada potencial de
velocidades.

Vectorialmente, puede establecerse

V=grad ¢ = Vo
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EJEMPLO

® Demuestre que el potencial de velocidades es indicador de la rotacion de un flujo.
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LINEA EQUIPOTENCIAL (1)

Es una linea conformada por puntos que tienen el mismo ¢.
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P
4 sz

¢p — ¢p1 = ¢p2 = ¢p3

0 X

Para dos puntos P y Q ubicados sobre dos equipotenciales (cada uno con
diferente ¢), el incremento en el potencial de velocidad de P a Q sera:

Oth = ubx + vby
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LINEA EQUIPOTENCIAL (2)

Por otro lado, como ¢ depende de las dos variables, su diferencial es:

09 ¢
6 =505+ 5,67
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Igualando ambas expresiones, se concluye que:

o , ,_ %

u:a 1':6—};
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FUNCION DE CORRIENTE (1)

Para el flujo mostrado, si se aplica la
ecuacion de continuidad, se debe cumplir
que:

HpV.dA+HpV.dA=O !
a b

Simplificando la densidad, se obtienen una
relacion de caudales. Para un espesor
unitario en la direccion Z, se tiene:

4= - V-dA y g=[V-dA

(1P}

De aqui se concluye que “q” es constante.
La cantidad de fluido que pasa por una
linea es llamada “funcion de corriente” y
simbolizada con y.

Iﬂf}rn

1Y

qf[]}"” - .ruy."(x, y, t)




FUNCION DE CORRIENTE (2)

Dado un punto sobre una trayectoria, la funcion de corriente a lo largo de la trayectoria
sera:

oY ¥,
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1Y ¥
q Negatvo g POSHivo

Asimismo, el caudal entre cualquier par de puntos 1 y 2 del flujo puede estimarse
como:

q12 =¥, =1
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LINEA DE CORRIENTE (1)

Es una linea conformada por puntos que tienen el mismo .
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Para dos puntos P y Q ubicados sobre dos lineas de corriente (cada con un diferente ),
la variacion de flujo (que seria la variacion de la funcidn corriente) es:

—

S b = udy — vbx
N _ _ _ Detail ,/ p+3y
~8 Como y depende de las dos variables, su diferencial es: at BQ / \
> \
P oY, Oy |
o =—0bx+—6 >
S % Ox Oy 4 y 4 .var ,I
E \ —3x—> U4

C N Ve
&8 De donde se concluye que: A N -7
: | WB}']
= u=oy/oy y v=—3y/0x Plx, y) % D Y+5y¢
\8 T B '4/
0
2 —

0 X




Y=06x+ 12y

Encuentra la funcion potencial.
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EJEMPLO 2

Un flyjo bidimensional tiene el siguiente campo de

velocidad:
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V= x%+ (-2xy + 4x)j m/s

¢ Es irrotacional este flujo? ;Satisface la ecuacion de
continuidad? S1 esto es asi, (,cuél es ¥, sin tener en
cuenta la constante arbitraria de integracion?
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ECUACION DE LAPLACE (1)

Como ya mencionamos
Oy Y
-y dx

i
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Reemplazando en la ecuacion de continuidad:

7T Y
a- oY
dxdy Odxdy

gue confirma la conservacion de la masa.

Asimismo, si se reemplaza el potencial de velocidad en la ecuacién de vorticidad se

obtiene: R 5 é
dxdy dxdy

gue implica una vorticidad nula.
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ECUACION DE LAPLACE (2)

Si el reemplazo se hace en orden inverso, el potencial de velocidad en la ecuacion de
continuidad y la funcidn de corriente en la ecuacion de vorticidad, se encuentra que:
Po  FPo Py Y

: - =) - -= 1)
ax: vl y ax= + -
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donde la primera es conocida como la ecuacion de Laplace. Esta puede escribirse
también como:

-

Vip =V =0
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VARIABLES DE CAUCHY-RIEMANN

Se conoce con este nombre a las expresiones

¢ Iy op Oy

M=
dx 9y ay Ox

En coordenadas polares:

10 0
Vr:%:la_gp v, =100 __0p
or r o6




EJEMPLO 1

Suponga que ¢= In(x2 + y2) 12 es el potencial de velocidad de un flujo bidimensional,
irrotacional e incompresible definido en todas partes menos en el origen. Determine
la funcion de corriente para este flujo.
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FLUJOS BIDIMENSIONALES

Los principales son:
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-Uniforme paralelo
-Fuente
-Sumidero
-Vortice

Muchos otros tipos de flujo son representados como la combinacion de los arriba
presentados.
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FLUJO UNIFORME
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Y
Si el flujo es paralelo al eje X: P{x,y)
- -
j . ¥ = U
Y =Uy y ¢ * —— |/ I
-
: : . o

Si el flujo es paralelo al eje Y- 0 T(x.0) X

=
!
<

p=-Vx vy

Y
Para el caso general: /
Yp==Vx+Uy vy o=Ux+Vy
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FUENTE (1)

Es un punto en el espacio del cual sale fuido con un gasto constante. Su funcion

corriente es:
P(r,8),(x,»)
F
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Su potencial de velocidad:

¢ = f—dr—-——dn— o @

2mr r

gue, despejando, se convierte en

2 _ n(:Cjm Circulos
concéntricos!
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Es una fuente negativa.
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VORTICE POTENCIAL (1)

Un vortice lineal se describe como “una cadena de particulas rotando”. Una cadena de
particulas de fluido gira sobre su eje comuny lleva con ellos una nube de particulas de
fluido que fluyen alrededor en circulos.

Los vortices son comunes en la naturaleza, la diferencia entre un vortice real y uno
tedrico es que el primero tiene un nucleo de fluido que esta girando como un sélido.

H
.--‘97 Straight line Cross-section showing
vortex a few of the associated
streamlines

La circulaciéon alrededor de un cilindro de radio r sera:
I' =2maV

donde V es la velocidad correspondiente al radio r.

La circulacion de un vértice potencial define su “intensidad”.
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VORTICE (3)

Su funcion corriente es:

r ! . r
Y= —[ﬁln r]m—— ——Iln—

Su potencial de velocidad:

I
= —@
¢ 2m




EJEMPLO 1

Un flujo bidimensional permanente esta definido por el campo de velocidades:

U=2x-3y;
V=3x-2y.
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Demuestre que el flujo es incompresible.
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EJEMPLO 2

Para el ejemplo anterior, determinar la ecuacion de las lineas de corriente.
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LIMITES SOLIDOS

Ya que flujo no cruza una linea de corriente permite que una linea de corriente de un
flujo no viscoso puede ser sustituido por un limite soélido de la misma forma sin afectar
a la resto del patron de flujo. v vy
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SUPERPOSICION DE FLUJOS

Para combinar dos o mas flujos, bastara con dibujarlos uno sobre otro y unir puntos
donde “LA SUMA DE ¥ SEA LA MISMA”

MSc. Ing. Juan W. Cabrera

©
o
©
N
c
('>U
<
(%)
o
©
=)
L
w
©
©
=
c
~(O
O
§




EJEMPLO 1

Dibujar el flujo resultante de combinar una fuente de intensidad q y una corriente
uniforme de velocidad —U (paralela al eje de las abscisas). Asuma que U=y=1. ;a qué
obstaculo representa este flujo?
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EJEMPLO 2

Dibujar el flujo resultante de combinar una fuente de intensidad g, un sumidero de
intensidad g y una corriente uniforme de velocidad —U (paralela al eje de las
abscisas). Asuma que U=h=1. ;a qué obstaculo representa este flujo?
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